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Re´sume´. — Dans [27], nous avons montre´ que pour r > 1, n ≥ 2 et
d ≥ (r + 1)(n − 1) + 2, un d-tissu de type (r, n) de rang maximal est
alge´brisable au sens classique, sauf peut-eˆtre lorsque n ≥ 3 et d = (r +
2)(n−1)+1. On s’inte´resse ici a` ce cas particulier. Sous ces hypothe`ses sur
n et d, on construit des exemples de “tissus alge´briques exceptionnels” :
il s’agit de tissus alge´briques d’incidence de rang maximal qui ne sont
pas alge´brisables au sens classique.
Ce texte peut eˆtre vu comme une suite de [27]. On utilise aussi de
fac¸on cruciale plusieurs re´sultats de [26] et de [23] qui concernent un
proble`me de ge´ome´trie projective intimement lie´ au proble`me conside´re´
ici. Il est donc naturel de se placer dans un cadre analytique complexe et
c’est ce que nous ferons dans tout l’article.
1. Introduction et pre´sentation des re´sultats
Nous commenc¸ons par introduire rapidement la the´orie des tissus et
par formuler le proble`me qui nous occupe dans cet article. Le lecteur
inte´resse´ pourra consulter l’ouvrage de re´fe´rence [3] (en allemand et un
peu date´), l’article [7] qui contient une bonne exposition de la the´orie
ou encore le livre plus re´cent [22]. Ces re´fe´rences traitent principalement
du cas de la codimension 1 mais le lecteur pourra y trouver des de´tails
ainsi qu’une mise en perspective ge´ne´rale. Concernant les tissus de co-
dimension quelconque, nous renvoyons a` notre pre´ce´dent article [27] et
aux re´fe´rences qui s’y trouvent.
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1.1. Tissus, relations abe´liennes et rang. —
1.1.1. — Par de´finition, un d-tissu T sur une varie´te´ complexe X est
(localement) la donne´e de d-feuilletages F1, . . . ,Fd surX . Classiquement,
on demande en plus que ces derniers soient de meˆme codimension r et
en ≪ position ge´ne´rale ≫, c’est-a`-dire que les espaces tangents des feuilles
des Fi s’intersectent aussi transversalement que possible en un point
ge´ne´rique de X . On dit que T est de type (r, n) lorsque la codimension
commune r des ses feuilletages divise la dimension de l’espace ambiant,
i.e. lorsque dim(X) = nr pour un certain entier n ≥ 2. Dans ce cas,
l’hypothe`se de position ge´ne´rale prend la forme pre´cise suivante : en tout
point x ∈ X et pour tout sous-ensemble I ⊂ {1, . . . , d} a` n e´le´ments, les
espaces tangents TxFi, i ∈ I sont en somme directe dans TxX .
Deux tissus sont dit eˆtre e´quivalents s’il existe un biholomorphisme
local qui envoie l’un sur l’autre. La ge´ome´trie des tissus s’occupe de
la classification des tissus modulo cette notion d’e´quivalence.
1.1.2. — L’exemple classique est celui du tissu alge´brique TV associe´
a` une sous-varie´te´ alge´brique projective re´duite V d’un espace projectif.
Si V est de dimension r ≥ 1 et de codimension n−1 ≥ 1, un sous-espace
projectif ge´ne´rique P de dimension n − 1 de l’espace projectif ambiant
Pn+r−1 intersecte V en d = deg(V ) points distincts p1(P ), . . . , pd(P ). Par
de´finition, TV est le d-tissu sur la varie´te´ grassmannienne Gn−1(P
n+r−1)
dont les feuilles en P sont les varie´te´s de Schubert forme´es des sous-
espaces de dimension n qui passent par pi(P ), pour i = 1, . . . , d. En
ge´ne´ral, par exemple si V est suppose´e irre´ductible et non-de´ge´ne´re´e dans
Pn+r−1, TV est de type (r, n). Un tissu est dit eˆtre alge´brisable (au sens
classique) s’il est e´quivalent a` un tissu alge´brique TV de cette sorte.
1.1.3. — L’un des attraits de la ge´ome´trie des tissus est qu’on peut
la voir comme une sorte de ge´ne´ralisation de la ge´ome´trie alge´brique
projective classique (cf. [5]). Par exemple, la notion de forme holomorphe
se ge´ne´ralise aux tissus de la fac¸on suivante : si un (germe de) tissu T =
(Fi)
d
i=1 sur (C
nr, 0) est de´fini localement via de d submersions u1, . . . , ud :
(Cnr, 0)→ (Cr, 0), une relation abe´lienne de T est un d-uplet (ωi)
d
i=1
de r-formes diffe´rentielles holomorphes (ne´cessairement ferme´es) ωi ∈
u∗i
(
Ωr(Cr, 0)
)
, pour i = 1, . . . , d, telles que
∑d
i=1 ωi = 0. L’espace A(T )
des relations abe´liennes de T admet une structure naturelle d’espace
vectoriel complexe dont la dimension dim(A(T )), aussi appele´e le rang
de T et note´e rg(T ), est un invariant analytique du tissu.
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1.1.4. — Soit TV un tissu alge´brique comme en 1.1.2, avec V suppose´e
lisse (pour simplifier). Localement au voisinage de P ∈ Gn−1(P
n+r−1), on
a d applications P ′ 7→ pi(P
′) telles que P ′ · V =
∑d
i=1 pi(P
′) comme 0-
cycle sur V . On ve´rifie que les pi sont des submersions qui de´finissent TV
pre`s de P . Il de´coule alors du the´ore`me d’addition d’Abel [11] que pour
toute r-forme holomorphe sur V , on a
∑d
i=1 p
∗
i (ω) = 0 et on peut donc
interpre´ter tout d-uplet (p∗i (ω))
d
i=1 comme une relation abe´lienne de TV .
On en de´duit un morphisme line´aire injectif H0(V,ΩrV ) →֒ A(TV ) qui est
en fait surjectif, ce dernier point re´sultant du the´ore`me d’Abel-Inverse
(voir [11] a` nouveau). Il en de´coule en particulier que rg(TV ) = h
0(ΩrV ) : le
rang du tissu alge´brique associe´ a` V est e´gal au genre de cette dernie`re (1).
1.1.5. — Un re´sultat important du domaine, mais assez facile au fond
(voir [27, §2.1] pour une preuve e´le´mentaire), est l’existence de majora-
tions explicites et optimales sur le rang. Si T est un d-tissu de type (r, n),
on doit a` Bol (lorsque r = 1 et n = 2, 3), a` Chern (pour r = 1 et n ≥ 2
quelconque) et enfin a` Chern et Griffiths [6], la majoration
rg(T ) ≤ ρr,n(d)
sur le rang de T , ou`
ρr,n(d) =
∑
σ≥0
(
r − 1 + σ
r − 1
)
max
(
d− (r + σ)(n− 1)− 1, 0
)
de´signe la constante de Castelnuovo-Harris. D’apre`s la ge´ne´ralisation
de Harris [13] d’un re´sultat classique de Castelnuovo sur les courbes,
ρr,n(d) est e´gal au maximum des genre g(V ) pour V une sous-varie´te´
alge´brique irre´ductible de Pn+r−1 de dimension r et de degre´ d.
Un d-tissu T de type (r, n) est de rang maximal si rg(T ) = ρr,n(d).
1.2. Le proble`me de l’alge´brisation des tissus. — Un re´sultat
classique de Lie, e´nonce´ par lui dans le cadre des surfaces de double
translation, se traduit en ge´ome´trie des tissus par le fait qu’un 4-tissu en
courbes dans le plan de rang maximal ρ1,2(4) = 3 est alge´brisable.
Il est bien connu que pour envisager qu’un tel re´sultat se ge´ne´ralise
aux tissus de type (r, n), il faut supposer d “suffisamment grand” et,
1. Lorsque V est singulie`re, il faut conside´rer les r-formes diffe´rentielles abe´liennes
sur V pour avoir des re´sultats analogues, voir [11, 2, 15].
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plus pre´cise´ment, que d soit supe´rieur ou e´gal a` la borne de Poincare´
dP (r, n) = (r + 1)(n− 1) + 2.
Un proble`me central en ge´ome´trie des tissus (explicitement for-
mule´ et commente´ a` la toute fin de [8] par exemple (2)) est celui de
l’alge´brisation des tissus. Plus pre´cise´ment, il s’agit de
classifier les d-tissus de type (r, n) qui sont de rang maximal
ρr,n(d) pour r ≥ 1, n ≥ 2 et d ≥ dP (r, n).
Si ce proble`me a e´te´ aborde´ avec un certain succe`s de`s les anne´es 1930,
ce n’est que tre`s re´cemment qu’il a e´te´ re´solu dans la plupart des cas.
The´ore`me. — Un d-tissu de type (r, n) de rang maximal ρr,n(d) est
alge´brisable au sens classique si
• r = 1 et n = 2 avec d = 3 ou d = 4 (cf. [20, 28]) ;
• r = 1 et n ≥ 3 (cf. [4, 30]) ;
• r > 1 et n ≥ 2, avec d 6= (r + 2)(n− 1) + 1 si n > 2 (cf. [27]).
D’autre part, d’apre`s [21], on sait qu’il existe des d-tissus plans de
rang maximal qui ne sont pas alge´brisables pour tout d ≥ 5. Restait
donc ouverte la question de savoir si un tissu de type (r, n) de rang
maximal est alge´brisable au sens classique lorsque r, n et d ve´rifient
(1) r > 1 , n ≥ 3 et d = dexc(r, n),
ou` l’on a pose´
dexc(r, n) = (r + 2)(n− 1) + 1.
Vu les re´sultats positifs que l’on vient de mentionner, on pourrait pen-
ser que c’est encore le cas. Or c’est l’inverse qui se produit : on montre
dans cet article que la situation dans ce cas est plus riche que ce que l’on
pouvait na¨ıvement attendre, du moins pour certaines valeurs de n.
Le cas des tissus de codimension 1 e´tant traite´ (3), on suppose r stric-
tement plus grand que 1 dans toute la suite. Lorsque r > 1 et n ≥ 2 sont
fixe´s, on note dP et dexc pour dP (r, n) et dexc(r, n) respectivement.
1.3. Quelques de´finitions et notations. — Il convient de poser
quelques de´finitions afin de formuler plus clairement les choses.
2. Voir aussi [27] et les re´fe´rences qui s’y trouvent.
3. Partiellement lorsque n = 2, mais c’est une autre histoire...
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1.3.1. — E´tant donne´s :
• une varie´te´ projective irre´ductible X ;
• une sous-varie´te´ alge´brique re´duite Z ⊂ X de dimension r ;
• une varie´te´ alge´brique Σ de dimension rn parame´trant une famille
de cycles irre´ductibles Cσ ⊂ X , avec σ ∈ Σ, dont l’e´le´ment ge´ne´ral
intersecte proprement Z en dimension 0,
nous dirons que le triplet (X,Σ, Z) est admissible si la relation d’in-
cidence entre les e´le´ments de Σ et les points de Z induit un tissu de
type (r, n) sur un ouvert de Zariski de la varie´te´ Σ. Dans ce cas, on
note T(X,Σ,Z) ce tissu et l’on appelle tissus alge´briques d’incidence
les tissus obtenus via cette construction.
Comme cela l’a e´te´ explique´ dans [27], c’est une ge´ne´ralisation de la
notion classique de tissu alge´brique. En effet, si V ⊂ Pn+r−1 est une
varie´te´ alge´brique de dimension r dont l’intersection avec un (n− 1)-plan
ge´ne´rique P ∈ Gn−1(P
n+r−1) est un 0-cycle re´duit en position ge´ne´rale
dans P , alors le tissu TV classiquement associe´ a` V peut aussi eˆtre de´fini
comme le tissu alge´brique d’incidence associe´ au triplet admissible
(2)
(
P
n+r−1, Gn−1(P
n+r−1), V
)
.
1.3.2. — Lorsque (X,Σ, Z) est un triplet comme ci-dessus, on peut
de´finir la trace d’une r-forme rationnelle ω sur Z relativement a` la famille
de cycles parame´tre´e par Σ, que l’on note TrΣ(ω). On montre que c’est
une r-forme diffe´rentielle rationnelle sur Σ. Comme dans le cas classique
de´crit en 1.1.4, sous l’hypothe`se que le triplet conside´re´ est admissible,
on ve´rifie qu’une relation de la forme TrΣ(ω) = 0 s’interpre`te de fac¸on
naturelle comme une relation abe´lienne du tissu associe´ a` (X,Σ, Z).
1.3.3. — Nous dirons qu’un d-tissu alge´brique d’incidence T = T(X,Σ,Z)
de type (r, n) est un tissu alge´brique exceptionnel si
• son rang est maximal, e´gal a` ρr,n(d) ;
• la trace TrΣ induit un isomorphisme entre un espace de r-formes
rationnelles sur Z et l’espace des relations abe´liennes de T ;
• le tissu T n’est pas alge´brisable au sens classique, c’est-a`-dire
n’est pas analytiquement e´quivalent (meˆme localement) a` un tissu
alge´brique d’incidence associe´ a` un triplet admissible du type (2).
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1.3.4. — Le proble`me de l’alge´brisation des tissus fait apparaˆıtre un
lien profond avec une classe particulie`re de varie´te´s projective qui a e´te´
conside´re´e dans [26] et que l’on va maintenant de´finir.
Une sous-varie´te´ re´duite et irre´ductible X d’un espace projectif est dite
n-recouverte par des courbes rationnelles normales (CRN) de
degre´ q ≥ 1 si par n points ge´ne´raux de X passe une telle courbe incluse
dans X . Si dim(X) = r + 1, l’espace projectif qu’engendre une telle X
est de dimension au plus ρr,n(d)−1, ou` d = q+ r(n−1)+2 comme on le
voit en combinant [26, The´ore`me 1.2] et la preuve du Lemme 4.2 de [27].
On de´finit alors Xr+1,n(q) comme e´tant l’ensemble des X n-recouvertes
par des CRN de degre´ q et qui ve´rifient dim(〈X〉) = ρr,n(d)− 1.
Soit X une varie´te´ appartenant a` Xr+1,n(q). Un n-uplet x =
(x1, . . . , xn) ∈ X
n est admissible si les xi sont des points lisses de
X et si les points de tout n-uplet x′ = (x′i)
n
i=1 suffisamment proche de x
(en particulier pour x′ = x !) sont sur une meˆme CRN de degre´ q incluse
dans X . Une telle CRN de X sera dite admissible. Enfin, pour m ≤ n,
un m-uplet (x1, . . . , xm) ∈ X
m est admissible s’il peut eˆtre comple´te´ en
un n-uplet admissible. On notera Xadm le sous-ensemble ouvert de X
forme´ des points admissibles.
Pour X ∈ Xr+1,n(q), il existe une unique composante irre´ductible de la
famille des CRN de degre´ q incluses dansX qui est n-recouvrante (cf. [26,
Lemme 2.8]). Cette composante sera note´e Σq(X). D’apre`s [26, The´ore`me
2.11], le sous-ensemble Σq(X)adm forme´ des courbes admissibles est un
ouvert de Σq(X) et est une varie´te´ complexe lisse de dimension nr.
Ces de´finition e´tant pose´es, on est en mesure de rappeler le re´sultat
d’alge´brisation ge´ne´ral obtenu dans [27].
1.4. Mode`le canonique d’un tissu de rang maximal. — Soit T =
(Fi)
d
i=1 un germe de d-tissu de type (r, n) de rang maximal avec d ≥ dP .
Pour simplifier, on note A l’espace A(T ) de ses relations abe´liennes en
x0. Par hypothe`se, c’est un espace vectoriel de dimension ρr,n(d) > 0.
1.4.1. — Soit (M,x0) le germe de varie´te´ de dimension rn sur lequel
T est de´fini. Pour tout x ∈ (M,x0), l’e´valuation en x des j-ie`mes com-
posantes des relations abe´liennes de T de´finit une forme line´aire sur A,
note´e evj(x), a` valeurs dans l’espace vectoriel de dimension 1 des nor-
males du tissu constant induit par T en x. Ce dernier e´tant de rang
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maximal, il est en particulier ≪ de rang maximal en valuation 0 ≫ (4) donc
evj(x) n’est pas triviale et par conse´quent son noyau Ker(evj(x)) est un
hyperplan. Vu comme un point de PA∗, on le note κj(x).
En faisant varier x, on obtient un germe d’application holomorphe
κj :
(
M,x0
)
→
(
PA
∗, κj(x0)
)
.
Dans [27], modulo le choix d’une base qui permet d’identifier A avec
son dual, on de´montre les points suivants :
(i). pour tout j = 1, . . . , d, l’application κj est une inte´grale premie`re
de rang r de Fj. L’image Zj = Im(κj) est un germe en κj(x0) de
sous-varie´te´ analytique lisse de dimension r de PA∗ ;
(ii). pour tout x ∈ (M,x0), les d points κ1(x), . . . , κd(x) sont sur une
meˆme CRN de degre´ q = d− r(n− 1)− 2 de PA∗, note´e σ(x) ;
(iii). la re´union des CRN σ(x) quand x varie dans (M,x0), est une sous-
varie´te´ analytique lisse de PA∗, de dimension r+1, dont l’adhe´rence
de Zariski XT appartient a` Xr+1,n(q) ;
(iv). pour tout x ∈ (M,x0), la courbe σ(x) est admissible et l’application
σ : (M,x0) −→
(
Σq(XT )adm, σ(x0)
)
x 7−→ σ(x)
est un germe de biholomorphisme ;
(v). pour tout j = 1, . . . , d et tout x ∈ (M,x0), le germe d’hypersurface
Zj de XT et la CRN σ(x) s’intersectent transversalement en κj(x) ;
(vi). les Zj sont les germes, en les points κj(x0), d’une meˆme hypersurface
alge´brique ZT de XT telle que pour tout point x ∈ (M,x0), on a
ZT · σ(x) = κ1(x) + · · ·+ κd(x) en tant que 0-cycle ;
(vii). l’application ω 7→ (κ⋆j (ω))
d
j=1 induit un isomorphisme line´aire entre
un certain espace vectoriel A(ZT ) de r-formes rationnelles sur ZT
et l’espace A des relations abe´liennes de T . De plus, les restrictions
a` ZT ∩ (XT )adm des e´le´ments de A(ZT ) sont abe´liennes.
4. Cela signifie que T admet exactement d − r(n − 1) − 1 relations abe´liennes
line´airement inde´pendantes de valuation 0 en x0 ; c’est le nombre maximal possible,
cf. [27, Proposition 2.1].
8 L. PIRIO
On indique les re´sultats de [27] qui permettent d’e´tablir les points
liste´s ci-dessus : (i), (ii) et (v) sont donne´s par le Lemme 3.7 de cet
article, re´sultat clef qui donne aussi que l’application σ du point (iv) est
injective. Le reste de (iv) est obtenu dans la Section 4.2. Le point (iii)
de´coule de la Proposition 3.11 et du Lemme 4.2. Enfin, (vi) et (vii) sont
donne´s par le The´ore`me 4.6.
1.4.2. Mode`le canonique et alge´brisation. — Soit alors Tcan, le mode`le
canonique de T , de´fini comme son pousse´-en-avant par σ. Du point
(iv) ci-dessus, il vient que c’est un tissu de type (r, n) isomorphe a` T ,
qui ne de´pend que de sa classe d’isomorphie. Des points (v) et (vi),
on de´duit ensuite que Tcan n’est rien d’autre que le germe en σ(x0) du
tissu alge´brique d’incidence associe´ au triplet (XT ,Σq(XT ), ZT ) qui est
admissible. On a ainsi obtenu une description alge´brique uniforme des
(mode`les canoniques des) tissus de type (r, n) de rang maximal.
On rappelle (cf. [26, De´finition 1.8]) qu’une varie´te´ X ∈ Xr+1,n(q) est
dite standard s’il existe une sous-varie´te´ Y de Pr+n−1, de dimension r+1
et de degre´ minimal n − 1 telle que les paires d’incidences (X,Σq(X))
et (Y,Σn−1(Y )) sont birationnellement isomorphes, i.e. s’il existe un iso-
morphisme birationnel entre X et Y qui induit une e´quivalence de meˆme
nature entre les familles de courbes rationnelles Σq(X) et Σn−1(Y ).
A` partir des re´sultats de [26] et de [27], on peut formuler le
The´ore`me 1.1. — 1. Le tissu T est alge´brisable au sens classique si
et seulement si sa varie´te´ de Blaschke XT est standard.
2. C’est toujours le cas, sauf peut eˆtre lorsque n ≥ 3 et q = 2n− 3.
(Le premier point s’obtient en combinant [27, The´ore`me 1.23] et [26,
The´ore`me 1.9] tandis que 2. de´coule facilement de [26, The´ore`me 1.7]).
De la discussion qui pre´ce`de le The´ore`me 1.1, il ressort que la possibilite´
de construire des tissus alge´briques exceptionnels va de´pendre en premier
lieu de l’existence de varie´te´s des classes Xr+1,n(q) qui sont exception-
nelles, c’est-a`-dire qui ne sont pas standards. D’apre`s le The´ore`me 1.11
de [26], ce n’est e´ventuellement possible que lorsque
n ≥ 3 et q = 2n− 3.
On suppose ces conditions nume´riques ve´rifie´es dans ce qui suit.
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1.4.3. Varie´te´s exceptionnelles et tissus associe´s. — La de´termination
des varie´te´s exceptionnelles des classes Xr+1,n(2n−3) est un joli proble`me
de ge´ome´trie projective qui a e´te´ aborde´ en premier lieu a` la fin de [26],
ou` sont de´crites deux familles de varie´te´s de cette sorte de dimension
quelconque pour n = 3 et n = 4 ainsi que deux exemples tridimensionnels
pour n = 5 et n = 6.
Dans [23, §4.3], les auteurs donnent une construction plus ge´ne´rale
d’e´le´ments exceptionnels de la classe Xr+1,3(3) a` partir de certaines
alge`bres non-associatives dites ≪ de Jordan ≫. Plus re´cemment dans [25,
§3.3.2], ils de´montrent que lorsque n = 3, toute varie´te´ exceptionnelle est
du type ≪ Jordan ≫ qui vient d’eˆtre e´voque´. En particulier, sont obtenues
des classifications comple`tes explicites des varie´te´s exceptionnelles lisses
ou de petite dimension des classes Xr+1,3(3) (cf. [23, Theorem 5.7]).
Varie´te´ exceptionnelle Classe Entiers r, n
Seg(P1 ×Q) ⊂ P2r+3 avec
Q ⊂ Pr+1 hyperquadrique lisse
Xr+1,3(3) r ≥ 2, n = 3
Image de Pr+1 par |3H − 2Q| avec Q ⊂ Pr+1
varie´te´ quadrique lisse de dimension r − 2
Xr+1,4(5) r ≥ 2 , n = 4
Grassmannienne lagrangienne
LG3(C
6) ⊂ P11
X6,3(3) r = 5, n = 3
Grassmannienne usuelle
G3(C
6) ⊂ P19
X9,3(3) r = 8, n = 3
Grassmannienne orthogonale
OG6(C
12) ⊂ P31
X15,3(3) r = 14, n = 3
Varie´te´ homoge`ne sous E7
E7/P7 ⊂ P
55 X27,3(3) r = 26, n = 3
Varie´te´ de Ve´rone`se
v3(P
3) ⊂ P19
X3,6(9) r = 2, n = 6
Projection tangentielle
τx(v3(P
3)) ⊂ P15
X3,5(7) r = 2, n = 5
Double projection tangentielle
τxy(v3(P
3)) ⊂ P11
X3,4(5) r = 2, n = 4
Table 1. Varie´te´s exceptionnelles conside´re´es dans cet article.
C’est a` partir des varie´te´s exceptionnelles de la table ci-dessus que
l’on construit des tissus alge´briques exceptionnels dans cet article. Si X
de´signe une varie´te´ de cette table, on a la variante suivante du ce´le`bre
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the´ore`me d’addition d’Abel pour la paire d’incidence (X,Σq(X)) (cf. [11]
ou Section 3 plus bas) :
Proposition 1.1. — Soit Z une hypersurface re´duite de X.
1. La trace d’une forme rationnelle sur Z est une forme rationnelle
sur Σq(X) ;
2. La trace d’une r-forme finie (5) sur Z est identiquement nulle.
Ce re´sultat permet de construire des relations abe´liennes pour un tissu
alge´brique d’incidence TZ sur Σq(X) de´fini a` partir d’une hypersurface Z
de X (qu’on suppose lisse pour simplifier) : du point 2. de la proposition
ci-dessus, on de´duit une injection line´aire H0(Z,KZ) →֒ A(TZ).
C’est en utilisant ce fait que l’on construit des tissus alge´briques excep-
tionnels dans la Section 4. Si X de´signe l’une des varie´te´s de la TABLE
1, on trouve une certaine classe explicite EX dans le groupe de Picard de
X telle que, pour une courbe C ∈ Σq(X) ge´ne´rale, on a :
(C · EX) = (r + 2)(n− 1) + 1 = dexc.
On ve´rifie alors que Z ∈ |EX | ge´ne´rique est lisse et telle que
h0(Z,KZ) = ρr,n(dexc). On en de´duit que le tissu TZ est exceptionnel.
Re´sumons tout ce qui vient d’eˆtre dit au moyen de l’e´nonce´ suivant
qui est le re´sultat principal de cet article :
The´ore`me 1.2. — Soit X l’une des varie´te´s de la TABLE 1. Il existe
une classe EX ∈ Pic(X) telle que si Z ∈ |EX | est lisse (ce qui est
ge´ne´riquement ve´rifie´), le triplet (X,Σq(X), Z) est admissible et de´finit
un tissu alge´brique d’incidence exceptionnel TZ de type (r, n) sur Σq(X).
Nous construisons donc des tissus alge´briques exceptionnels de type
(r, n) dans les cas suivants : n = 3, 4 et r ≥ 2 ; n = 4, 5, 6 et r = 2.
Cela montre que la question de l’alge´brisation des tissus de rang maxi-
mal dans le cas (1) est plus riche que dans le cas ge´ne´ral, et cela d’autant
plus que les ingre´dients utilise´s pour construire ces exemples de tissus
alge´briques exceptionnels sont lie´s a` un autre domaine des mathe´matiques
(la the´orie des alge`bres non-associatives) que personne n’avait suspecte´
auparavant d’entretenir des liens avec la the´orie des tissus de rang maxi-
mal.
5. Il s’agit des formes diffe´rentielles rationnelles sur Z qui admettent un mode`le
globalement holomorphe sur au moins une de´singularisation de Z, cf. Section 3.
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Il de´coule du the´ore`me d’Abel–Inverse que les relations abe´liennes d’un
tissu alge´brique grassmannien associe´ a` une sous-varie´te´ V d’un espace
projectif correspondent aux formes diffe´rentielles abe´liennes de V (6). Il
est naturel de chercher a` savoir si cela s’e´tend aux tissus alge´briques
d’incidence. Plus pre´cise´ment, soit TZ un tissu exceptionnel du The´ore`me
1.2, associe´ a` une hypersurface re´duite Z d’une varie´te´ X de la TABLE
1. D’apre`s [27], on sait que les relations abe´liennes de TZ correspondent
aux annulations des traces par rapport a` la famille de 1-cycles Σq(X), de
certaines formes rationnelles sur Z. On se demande si ces formes ne sont
pas en fait abe´liennes.
Si nous ne savons pas re´pondre a` cette question dans le cas ge´ne´ral,
certains re´sultats de [23] permettent d’y apporter la re´ponse suivante
dans le cas particulier mais inte´ressant n = 3 :
The´ore`me 1.3. — Soit T un dexc-tissu exceptionnel de type (r, 3). Si
XT est lisse, c’est l’un des exemples de la TABLE 1, l’hypersurface ZT
appartient au syste`me line´aire |EXT | et la trace par rapport a` la famille de
courbes cubiques Σ3(XT ) induit un isomorphisme line´aire entre l’espace
des formes abe´liennes de ZT et l’espace des relations abe´liennes du mode`le
canonique Tcan = TZT de T .
Pour finir cette introduction, indiquons comment est organise´e la suite
de l’article. Dans la Section 2, nous de´crivons les varie´te´s exceptionnelles
des classes Xr+1,n(2n−3) qui sont connues. On de´crit en de´tail les varie´te´s
de ce type a` partir desquelles nous construisons des tissus alge´briques ex-
ceptionnels. La courte section 3 concerne des re´sultats du meˆme type que
le The´ore`me d’addition d’Abel pour les paires d’incidence (X,Σ2n−3(X))
quand X est une varie´te´ exceptionnelle. Ils serviront a` construire des re-
lations abe´liennes des tissus conside´re´s dans la Section 4. Cette dernie`re
est la section la plus importante de l’article. C’est pre´cise´ment la` que
sont construits en de´tail les tissus alge´briques exceptionnels e´voque´s plus
haut. Pour finir, dans la Section 5, on commente les re´sultats obtenus et
on indique ce qu’il reste a` faire pour arriver a` une classification comple`te
des tissus alge´briques exceptionnels.
Remerciement. L’auteur remercie chaleureusement Francesco Russo
pour son aide sur plusieurs points de ge´ome´trie alge´brique.
6. Il s’agit des formes diffe´rentielles me´romorphes de degre´ maximal ω sur V ⊂ PN
telles que le courant [ω] ∧ [V ] est ∂-ferme´ (voir [2] ou [15] pour des pre´cisions).
12 L. PIRIO
2. Varie´te´s exceptionnelles
Dans cette section, nous faisons le point sur les varie´te´s non-standards
des classes Xr+1,n(2n−3) qui sont connues. En particulier, nous de´crivons
en de´tail les varie´te´s exceptionnelles a` partir desquelles nous construirons
des tissus exceptionnels dans la Section 4.
Les exemples ci-dessous ont e´te´ conside´re´s pour la premie`re fois dans
[26] et [23], articles auxquels le lecteur pourra se re´fe´rer. Nous les
pre´sentons ici par souci de comple´tude.
2.1. Alge`bres de Jordan de rang 3 et varie´te´s exceptionnelles
des classes Xr+1,3(3). — Une construction de varie´te´s exceptionnelles
dans les classes Xr+1,3(3) a e´te´ pre´sente´e dans [23, §4.3]. Elle repose sur
la notion d’alge`bre de Jordan. Par de´finition, une telle alge`bre est
une alge`bre complexe commutative et unitaire J (toujours suppose´e de
dimension finie dans cet article) qui n’est pas associative mais dont le
produit ve´rifie l’≪ identite´ de Jordan ≫
x2(yx) =
(
x2y
)
x.
Par exemple, une alge`bre associative commutative et unitaire est une
alge`bre de Jordan. Plus ge´ne´ralement, si A est une alge`bre associative
unitaire mais non commutative, le produit syme´trise´
x · y =
1
2
(
xy + yx
)
induit sur A une structure d’alge`bre de Jordan, note´e A+.
On peut montrer qu’une alge`bre de Jordan J est une alge`bre a` puis-
sance associative. Par de´finition, le rang d’un e´le´ment x ∈ J est la
dimension, comme sous-espace vectoriel complexe, de la sous-alge`bre en-
gendre´e par x. On de´finit alors le rang de J comme le maximum des
rangs de ses e´le´ments. C’est un entier fini, plus petit que dim(J).
On suppose dore´navant que J est une alge`bre de Jordan de rang 3. On
note e son unite´. Un re´sultat classique du domaine (cf. [17, Chap. VI]
par exemple) nous assure qu’il existe des formes polynomiales homoge`nes
T, S et N de degre´s respectifs 1, 2 et 3 telles que pour tout x ∈ J , on a
x3 − T (x)x2 + S(x)x−N(x)e = 0.
Par de´finition, la forme line´aire T et la forme cubique N sont respecti-
vement la trace ge´ne´rique et la norme ge´ne´rique de J . On de´finit
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alors l’adjoint x# d’un e´le´ment x de J en posant
x# = x2 − T (x)x+ S(x)e.
Pour tout x ∈ J , on a xx# = x#x = N(x)e ainsi que (x#)# = N(x)x.
Dans ce qui suit, il sera pratique de noter r + 1 la dimension de J et
de poser
Z2(J) = C⊕ J ⊕ J ⊕ C.
Par de´finition, la courbe cubique sur J , note´e XJ , est l’adhe´rence
de Zariski de l’image de l’application affine
ν = νJ : J −→ PZ2(J) ≃ P
2r+3(3)
x 7−→
[
1 : x : x# : N(x)
]
.
La re´ciproque de cette application peut eˆtre conside´re´e comme une
carte sur XJ . Celle dernie`re en admet une autre, tout aussi naturelle : la
re´ciproque de
νˆ = νˆJ : J −→ PZ2(J) ≃ P
2r+3(4)
y 7−→
[
N(y) : y# : y : 1
]
.
La re´union X0J = Im(νJ) ∪ Im(νˆJ) est un ouvert dense et lisse de XJ .
L’adhe´rence de Zariski de ν(Ce) est une courbe cubique gauche incluse
dans X0J , note´e CJ . Celle-ci passe par les points 0J = νJ(0), eJ = νJ(e)
et ∞J = [0 : 0 : 0 : 1] de XJ .
On sait d’autre part que le groupe conforme Conf(J) de J (7) s’identifie
a` un sous-groupe du groupe des automorphismes projectifs de XJ ⊂
PZ2(J) et qu’il agit transitivement sur les triplets ge´ne´riques de points
distincts de XJ . En conside´rant les images de CJ par les e´le´ments de
Conf(J) on montre que par trois points ge´ne´raux deXJ passe une cubique
gauche incluse dans XJ , cf. [23, Proposition 4.7]. En d’autres termes, on
obtient que XJ est un e´le´ment de la classe Xr+1,3(3).
L’orbite de 0J sous l’action de Conf(J) contient X
0
J , elle est donc ou-
verte et dense. De ce fait, on peut voir 0J comme un point ge´ne´rique
de XJ . En particulier, ce point est admissible au sens de [26]. Dans la
7. Il s’agit du sous-groupe des transformations birationnelles de J engendre´ par
les translations x 7→ x+ x0, pour x0 ∈ J , l’inversion x 7→ x
−1 et les transformations
line´aires g ∈ GL(J) telles qu’il existe g# ∈ GL(J) ve´rifiant g(x)# = g#(x#) pour
tout x ∈ J .
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carte affine associe´e a` l’application νJ , la projection tangentielle τ = τ0J :
XJ 99K P
r+1 de centre l’espace projectif tangent a` XJ en 0J se lit
x 7−→
[
x# : N(x)
]
.
Pour x ∈ J fixe´, l’application P1 → XJ , [λ : γ] 7→ νJ(λ e + γ x) est
un parame´trage projectif d’une courbe rationnelle Cx incluse dans XJ .
Si N(x) 6= 0, on ve´rifie que c’est une cubique gauche e´le´ment de Σ3(XJ).
D’autre part, pour tout t ∈ C, on a
τ
(
νJ(e+ tx)
)
= (e, 1) + t
(
T (x)e− x, T (x)
)
+ t2
(
x#, S(x)
)
+ t3
(
0, N(x)
)
.
On en de´duit imme´diatement que τ(Cx) est une cubique gauche dans
Pr+1 de`s que x est de rang 3. Cela de´montre que
(5)
l’image par une projection tangentielle ge´ne´rale d’une courbe
ge´ne´rale de la famille Σ3(XJ) est une cubique gauche.
Conside´rons maintenant le cas d’une varie´te´ standard S ∈ Xr+1,3(3).
A` e´quivalence projective pre`s, S est l’un des deux scrolls S1...122 ou S1...13,
cf. [26, The´ore`me 5.3]. Par conse´quent, pour tout s ∈ S, l’espace projec-
tif tangent Ss(1) a` S en s intersecte S le long d’un sous-espace projectif
de dimension r de P2r+1, qu’on note Πs. On peut alors ve´rifier qu’une
cubique gauche ge´ne´rale incluse dans S intersecte Πs. Cela implique en
particulier qu’une telle courbe rencontre le centre de la projection tan-
gentielle S 99K Pr+1 de centre Ss(1). On en de´duit que
(6)
l’image par une projection tangentielle ge´ne´rale d’une courbe
ge´ne´rale de la famille Σ3(S) est une conique.
En comparant (5) et (6), on obtient imme´diatement le re´sultat suivant :
Proposition 2.1. — Soit J une alge`bre de Jordan de rang 3. La varie´te´
XJ est une varie´te´ exceptionnelle de la classe Xr+1,3(3).
Au moyen des alge`bres de Jordan de rang 3, on peut donc construire
une vaste classe de varie´te´s exceptionnelles dans le cas n = 3. En fait,
il de´coule de [25, Theorem 3.7] qu’il n’y a pas d’autres varie´te´s excep-
tionnelles en plus de celles-ci dans les classes Xr+1,3(3). Nous n’utiliserons
pas ce re´sultat dans la suite mais nous inte´resserons plus particulie`rement
aux varie´te´s exceptionnelles XJ lisses. D’apre`s [23, Theorem 5.7], ce sont
exactement les courbes cubiques XJ sur les alge`bres de Jordan semi-
simples de rang 3, dont nous allons rappeler la classification.
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2.2. Alge`bres de Jordan semi-simples de rang 3 et varie´te´s ex-
ceptionnelles lisses des classes Xr+1,3(3). — Tout d’abord, rappe-
lons qu’une alge`bre de Jordan est dite simple (resp. semi-simple) si elle
ne posse`de pas d’ide´al (resp. pas d’ide´al re´soluble) non-trivial. D’apre`s
un re´sultat classique de la the´orie duˆ a` Albert (voir par exemple [17,
Chap.V]), une alge`bre de Jordan J est semi-simple si et seulement si
elle est isomorphe a` un produit direct d’alge`bres de Jordan simples. Les
alge`bres de Jordan simples complexes e´tants classifie´es (cf. [17, Chap.V
§7]), on obtient facilement la classifications des alge`bres de Jordan J
semi-simples de rang 3.
2.2.1. Les quatre cas simples. — Soit R,C,H et O, les quatre
alge`bres “de Hurwitz” : R et C sont les corps des nombres re´els et
complexes respectivement, H est l’alge`bre des quaternions de Hamilton
et O celle des octaves de Graves et Cayley.
Si A de´signe l’une de ces quatre alge`bres, on note A = A ⊗R C sa
complexification. On obtient ainsi une alge`bre complexe munie d’une
involution C-line´aire x 7→ x qui est un anti-isomorphisme (i.e. xy = y x
pour tout x, y ∈ A) et telle que ||x||2= xx soit scalaire (i.e. appartienne
a` la droite vectorielle C1) quel que soit x ∈ A. De plus, ||·||2 est une
forme quadratique complexe non-de´ge´ne´re´e sur A.
En tant qu’alge`bres complexes, R,C,H et O sont respectivement de
dimension 1, 2, 4 et 8 et il y a des isomorphismes classiques
(7) R ≃ C , C ≃ C× C et H ≃M2(C).
Pour A comme ci-dessus, on note Herm3(A) l’ensemble des matrices
carre´es 3× 3 a` coefficients dans A, qui sont hermitiennes :
Herm3(A) =



α1 a1 a2a1 α2 a3
a2 a3 α3


∣∣∣∣∣
α1, α2, α3 ∈ C
a1, a2, a3 ∈ A

 .
On ve´rifie que le produitM ·N = 1
2
(
MN+NM
)
est bien a` valeurs dans
Herm3(A) et on montre qu’il fait de Herm3(A) une alge`bre de Jordan
(8)
de rang 3 qui est simple. De plus, on peut montrer que, a` isomorphismes
pre`s, les alge`bres Herm3(A), A = R,C,H ,O forment la liste comple`te
des alge`bres de Jordan simples et de rang 3, cf. [17, p. 210].
8. Ce fait est facile a` e´tablir lorsque A est associative, mais est non-trivial pour
O, cf. [17, p. 21].
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On rappelle que (7) induit les isomorphismes suivants d’alge`bres de
Jordan Herm3(R) ≃ Sym3(C)
+, Herm3(C) ≃ M3(C)
+ et Herm3(H) ≃
Alt6(C)
+, ou` M3(C) est l’alge`bre des matrices complexes 3× 3, Sym3(C)
sa sous-alge`bre forme´e des matrices syme´triques, tandis que Alt6(C)
de´signe l’ensemble des matrices complexes 6× 6 antisyme´triques.
Dans les quatre paragraphes qui suivent, nous de´crivons aussi expli-
citement que possible les courbes cubiques sur les alge`bres de Jordan
simples Herm3(A) pour A = R,C,H ,O. Pour des preuves ou davan-
tage de pre´cisions, nous renvoyons le lecteur aux articles [9] et [19].
2.2.1.1. La courbe cubique sur Herm3(R). — On munit l’espace vecto-
riel C6 de la forme symplectique standard ω =
∑3
i=1 dxi∧dxi+3. Un sous-
espace vectoriel V ⊂ C6 de dimension 3 est lagrangien si la restriction
de ω a` celui-ci est indentiquement nulle. L’ensemble de ces sous-espaces
forme la varie´te´ grassmannienne lagrangienne LG3(C
6). C’est une
sous-varie´te´ de dimension 6 de G3(C
6), qui est homoge`ne sous l’action
du groupe symplectique complexe Sp6(C) et donc est lisse. Par restric-
tion, le plongement de Plu¨cker de G3(C
6) dans P19 induit un plongement
de LG3(C
6) dans P13. En conside´rant dore´navant LG3(C
6) comme une
sous-varie´te´ de P13 et modulo e´quivalence projective, on a :
XHerm3(R) = LG3(C
6) ⊂ P13.
2.2.1.2. La courbe cubique sur Herm3(C). — Dans ce cas, la courbe
cubique sur Herm3(C) est la varie´te´ grassmannienne G3(C
6) des sous-
espaces de dimension 3 de C6, vue comme une sous-varie´te´ de P19 au
moyen du plongement de Plu¨cker :
XHerm3(C) = G3(C
6) ⊂ P19.
2.2.1.3. La courbe cubique sur Herm3(H). — Soit θ =
∑12
i=1(dxi)
2 la
forme euclidienne complexe standard sur C12. Un sous-espace de C12
est isotrope si la restriction de θ a` celui-ci est identiquement nulle. Par
de´finition, la grassmanienne orthogonale OG6(C
12) est l’ensemble des
sous-espaces isotropes de dimension 6 de C12. C’est une sous-varie´te´ de
dimension 15 de G6(C
12) qui est homoge`ne sous l’action de SO12(C)
et donc est lisse. Par restriction du plongement de Plu¨cker G6(C
12) →֒
P(∧6C12), on obtient un plongement de OG6(C
12) dans P31 et on a :
XHerm3(H) = OG6(C
12) ⊂ P31.
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2.2.1.4. La courbe cubique sur Herm3(O). — Dans [9], Freudenthal a
de´montre´ que XHerm3(H) ⊂ P
55 est homoge`ne sous l’action du groupe
conforme de Herm3(O) qui, dans ce cas, se re´ve`le eˆtre le groupe de Lie
exceptionnel E7. Le sous-groupe P7 qui stabilise un point est un certain
sous-groupe parabolique maximal de E7. On peut donc e´crire
XHerm3(O) = E7/P7 ⊂ P
55.
2.2.2. Le cas semi-simple non simple. — Soit r un entier plus grand
ou e´gal a` 2. Si q ∈ Sym2(V ∗) est une forme quadratique sur un espace
vectoriel V de dimension r − 1, on de´finit explicitement un produit bi-
line´aire syme´trique sur la somme directe C⊕ V en posant
(λ, v) ·
(
λ′, v′
)
=
(
λλ′ − q(v, v′), λ v′ + λ′v
)
pour λ, λ′ ∈ C et v, v′ ∈ V , avec q(v, v′) = 1
2
(q(v + v′)− q(v)− q(v′)).
On ve´rifie que ce produit de´finit une structure d’alge`bre de Jordan de
rang 2 sur C⊕ V , d’unite´ e = (1, 0) et dont la classe d’isomorphisme est
donne´e (en plus de la dimension) par le rang de la forme quadratique q.
On la notera J Vq ou plus simplement J
r
q si V = C
r−1.
On ve´rifie que J rq est semi-simple (en fait simple si r > 3) si et
seulement si q est non-de´ge´ne´re´e. Dans ce cas, le produit direct Jr+1q =
C × J rq est semi-simple de rang 3. L’adjoint et la norme d’un e´lement
x = (α, (λ, v)) ∈ C×J rq sont donne´s par les formules suivantes :
x# =
(
λ2 + q(v), (αλ,−αv)
)
et N(x) = α
(
λ2 + q(v)
)
.
Il est alors facile d’expliciter la parame´trisation affine (3) et de ve´rifier
que la courbe cubique sur Jr+1q est projectivement e´quivalente au plon-
gement de Segre du produit de P1 avec une hypersurface quadrique lisse
Q ⊂ Pr+1 : on a
XJr+1q = Seg
(
P
1 ×Q
)
⊂ P2r+3.
On remarquera qu’il n’est pas ne´cessaire de supposer q non-de´ge´ne´re´e
pour obtenir que XJrq est dans la classe Xr+1,3(3). Dans la Section 6.2 de
[26], on a montre´ que pour toute hyperquadrique Q, le plongement de
Segre Seg(P1 ×Q) est un e´le´ment non-standard de la classe Xr+1,3(3).
Puisqu’on ne conside`re ici que les varie´te´s exceptionnelles lisses et vu
que la lissite´ de la courbe cubique sur l’alge`bre Jr+1q e´quivaut a` la semi-
simplicite´ de celle-ci, on se restreint dans cet article au cas ou` la forme
quadratique q conside´re´e est non-de´ge´ne´re´e.
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2.3. Une famille de varie´te´s exceptionnelles dans le cas n = 4.
— Nous pre´sentons a` nouveau la famille de varie´te´s non-standards lisses
des classes Xr+1,4(5) de´crite dans la Section 6.2 de [26].
On suppose ici que r est un entier strictement plus grand que 1 et
l’on de´signe par Q une varie´te´ quadrique lisse de dimension r − 2 dans
P
r+1. On choisit un syste`me de coordonne´es homoge`nes u0, u1, s1, . . . , sr
sur Pr+1 tel que Q soit de´coupe´e par le syste`me d’e´quations u0 = u1 = 0
et q(s) = 0, ou` q est une forme quadratique non-de´ge´ne´re´e en les si. Soit
Π = 〈Q〉 le sous-espace projectif engendre´ par Q : c’est un sous-espace
projectif de codimension 2 de Pr+1.
Soit H la classe d’un hyperplan dans le groupe de Picard de Pr+1. On
note |3H − 2Q| le syste`me line´aire forme´ des hypersurfaces cubiques de
Pr+1 avec des points doubles le long de Q. C’est le projectifie´ du sous-
espace vectoriel de H0(Pr+1,OPr+1(3)) engendre´ par la famille
(8)
{
uǫ1uǫ2uǫ3 , uǫ1uǫ2sj , uǫ1q(s)
}
ǫi∈{0,1}
j=1,...,r
⊂ H0
(
P
r+1,OPr+1(3)
)
.
On en de´duit que |3H−2Q| est de dimension 3r+5 et qu’il induit une
application rationnelle
ϕ = ϕ|3H−2Q| : P
r+1
99K P
3r+5,
dont l’image est une sous-varie´te´ non-de´ge´ne´re´e de P3r+5 de dimension
r + 1, note´e XQ.
Si p1, . . . , p4 sont quatre points ge´ne´riques de P
r+1, alors P =
〈p1, . . . , p4〉 est un 3-plan qui intersecte Π proprement le long d’une
droite. Par ge´ne´ricite´, cette dernie`re intersecte transversalement la
quadrique Q en deux points distincts aP et bP qui, avec les pi initiaux,
forment une collection de six points en position ge´ne´rale dans le 3-plan
projectif P . Il existe donc une courbe cubique gauche CP ⊂ P qui passe
par ces six points. On ve´rifie que ϕ(CP ) est une quintique rationnelle.
Les pi ayant e´te´ suppose´s ge´ne´riques, cela montre, combine´ avec le
Corollaire 2.2 de [26], que XQ appartient bien a` la classe Xr+1,4(5).
D’apre`s [26, The´ore`me 5.3], pour une dimension r + 1 fixe´e, il n’y a
que deux varie´te´s standards dans la classe Xr+1,4(5) : les deux scrolls
rationnels normaux S2...24 et S2...233. D’autre part, on ve´rifie (cf. [26, p.
47]) que l’intersection de XQ avec son espace projectif tangent en l’un de
ses points ge´ne´riques est une quadrique de dimension r−1. En particulier,
cette intersection ne contient pas de sous-espace projectif de dimension
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r. Cela implique que XQ n’est pas un scroll et donc qu’elle n’est pas
standard. On a de´montre´ la
Proposition 2.2. — Soit r ≥ 2. La varie´te´ XQ ⊂ P
3r+5 image de Pr+1
par l’application induite par le syste`me line´aire |3H−2Q| est une varie´te´
exceptionnelle de la classe Xr+1,4(5).
2.4. La varie´te´ de Veronese v3(P
3) et ses projections tangen-
tielles. — Par six points en position ge´ne´rale de P3 passe une cubique
gauche. On en de´duit que v3(P
3) ⊂ P19 appartient a` la classe X3,6(9).
De plus, v3(P
3) n’est pas standard en tant qu’e´le´ment de cette classe.
En effet, il de´coule du The´ore`me 5.3 de [26] que les deux scrolls S455 et
S446 sont exactement les exemples standards dans ce cas (a` e´quivalence
projective pre`s) et il est clair que v3(P
3) n’est pas un scroll.
Donnons nous maintenant trois points distincts x, y et z de v3(P
3),
suppose´s “non-aligne´s”, c’est-a`-dire non situe´s sur l’image par v3 d’une
droite de P3. On ve´rifie que le 3-uplet (x, y, z) est admissible. Si l’on note
respectivement τx, τxy et τxyz les restrictions a` v3(P
3) des projections
tangentielles en x, x et y et x, y et z, on ve´rifie que les varie´te´s
τx
(
v3(P
3)
)
⊂ P15 , τxy
(
v3(P
3)
)
⊂ P11 et τxyz
(
v3(P
3)
)
⊂ P7
sont des exemples de varie´te´s non-standards des classes X3,5(7), X3,4(5)
et X3,3(3) respectivement. On notera cependant que les deux derniers
exemples ainsi obtenus ne sont pas nouveaux : τxy(v3(P
3)) co¨ıncide avec
la varie´te´ XQ construite dans la section pre´ce´dente quand r = 2, et la
triple projection tangentielle τxyz(v3(P
3)) est projectivement e´quivalente
au plongement de Segre de P1 × P1 × P1 dans P7, qui n’est rien d’autre
que la courbe cubique XJ3q .
3. Un the´ore`me d’addition d’Abel pour les paires
d’incidence (X,Σq(X)) lorsque X ∈ Xr+1,n(q)
C’est via le The´ore`me d’addition d’Abel qu’on obtient des relations
abe´liennes des tissus alge´briques grassmanniens a` partir des formes ho-
lomorphes (ou plus ge´ne´ralement des formes abe´liennes) sur les varie´te´s
projectives associe´es. Dans cette section, on spe´cialise des re´sultats de
Griffiths [11] en ge´ne´ralisant cela aux tissus alge´briques d’incidence as-
socie´s aux hypersurfaces des varie´te´s des classes Xr+1,n(q).
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3.1. Variantes de Griffiths du the´ore`me d’Abel. — Soit V une
varie´te´ projective de dimension pure n que l’on suppose re´duite mais pas
force´ment lisse ou irre´ductible.
Soit Ω une k-forme rationnelle sur V . Elle est dite finie si pour une
(ou de fac¸on e´quivalente, pour toute) de´singularisation µ : V ′ → V ,
la tire´-en-arrie`re par µ de la restriction de Ω a` Vreg est holomorphe et
se prolonge en une forme holomorphe sur V ′ tout entier, cf. [11, 15].
Lorsque k = dim(V ), ces formes peuvent e´galement eˆtre de´crites comme
les sections globales de l’image directe par µ du faisceau canonique de
V ′. On note Ω˜nV = µ⋆(KV ′).
Il de´coule imme´diatement de leur de´finition que l’image inverse par
un morphisme d’une forme finie est encore finie ; que dans le cas ou` V
est lisse, ces formes ne sont rien d’autre que les k-formes holomorphes
globales sur V . On en de´duit imme´diatement qu’une k-forme finie sur
une varie´te´ unirationnelle est force´ment identiquement nulle si k > 0.
Rappelons les versions tre`s ge´ne´rales du The´ore`me d’addition d’Abel
donne´es par Griffiths dans [11]. Soit F : V 99K W une application ration-
nelle dominante ge´ne´riquement finie. Pour w ∈ W ge´ne´rique, le germe
de F en v, note´ Fv, est e´tale en tout point v de la fibre F
−1(w). Celle-ci
e´tant finie, pour une k-forme rationnelle Ω comme ci-dessus, la somme∑
v∈F−1(w)(Fv)∗(Ω) de´finit un germe de forme me´romorphe sur W en
w. Tous les germes obtenus ainsi se recollent pour former une k-forme
me´romorphe, a priori seulement de´finie sur un ouvert de Zariski de W .
Cette forme, est appele´e la trace de Ω par F .
The´ore`me 3.1 ([11]). — 1. La trace de Ω par F se prolonge sur W
tout entier en une forme rationnelle, note´e TrF (Ω).
2. Si Ω est finie, alors TrF (Ω) l’est e´galement. En particulier, celle-ci
est identiquement nulle si W est unirationnelle.
3.2. Applications a` la construction de relations abe´liennes. —
Le but ici est d’expliquer comment le the´ore`me d’Abel de Griffiths rap-
pele´ dans la section pre´ce´dente s’utilise pour construire des relations
abe´liennes des tissus alge´brique d’incidence construits a` partir d’une paire
(X,Σq(X)) lorsque X est un e´le´ment d’une des classes Xr+1,n(q).
Tout d’abord, il nous semble inte´ressant d’expliciter la condition intui-
tivement naturelle sous laquelle il est possible d’associer un tissu de type
(r, n) a` une hypersurface Z de X .
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Proposition 3.1. — Le triplet (X,Σq(X), Z) est admissible si et seule-
ment si Z est re´duite et rencontre l’ouvert des points admissibles de X.
De´monstration. — Les conditions de l’e´nonce´ sont clairement ne´cessaires,
montrons qu’elles sont suffisantes. Sous l’hypothe`se qu’elles sont ve´rifie´es,
on peut trouver une courbe admissible σ ∈ Σq(X) non-incluse dans Z
qui intersecte la partie re´gulie`re de Z. D’autre part, d’apre`s le The´ore`me
2.9 et le The´ore`me 2.11 de [26], on sait que X est lisse le long de σ et
que Nσ/X = Oσ(n − 1)
⊕r. Ce fibre´ e´tant tre`s ample, on peut de´former
σ dans Σq(X)adm afin d’e´viter tout sous-ensemble alge´brique S ⊂ X de
codimension au moins 2, voir [18, Proposition II.3.7].
En appliquant cela a` S = Zsing, on obtient qu’en prenant σ ∈ Σq(X)adm
ge´ne´rale, le 0-cycle σ ·Z est supporte´ dans la partie re´gulie`re de Z. E´tant
admissible, σ est tre`s libre et donc on peut la de´former en σ′ ∈ Σq(X),
elle aussi admissible, qui intersecte Zreg transversalement. On en de´duit
alors facilement que (X,Σq(X), Z) est admissible.
On suppose dore´navant que Z est une hypersurface re´duite de X qui
rencontre Xadm. Le triplet (X,Σq(X), Z) est donc admissible et de´finit
un tissu de type (r, n) sur Σq(X), note´ TZ . Soit σ0 ∈ Σq(X), une courbe
admissible de X qui intersecte Zreg transversalement en d points distincts
κ1(σ0), . . . , κd(σ0). Soient κj : (Σq(X), σ0)→ (Z, κj(σ0)), j = 1, . . . , d, les
submersions holomorphes telles que σ ·Z = κ1(σ) + · · ·+ κd(σ) quel que
soit σ ∈ (Σq(X), σ0). Les applications κj sont des inte´grales premie`res
des feuilletages du germe de TZ en σ0, note´ TZ,σ0 .
Corollaire 3.2. — La trace induit un morphisme line´aire injectif
H0
(
Z, Ω˜rZ
)
−→ A
(
TZ,σ0
)
(9)
Ω 7−→
(
κ⋆j (Ω)
)d
j=1
et par conse´quent, on a pg(Z) ≤ rg(TZ,σ0).
De´monstration. — On note Σq(X) l’adhe´rence de Zariski de Σq(X) dans
la varie´te´ des courbes rationnelles de degre´ q contenues dans X . Soit
IZ,Σq(X) l’adhe´rence de Zariski dans Z × Σq(X) de l’ensemble des paires
(z, σ) ∈ Z × Σq(X) telles que z appartient au support de σ. Par restric-
tion des deux projections du produit Z × Σq(X) sur chacun de ses deux
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facteurs, on obtient un diagramme d’incidence
IZ,Σq(X)µ ν
Z Σq(X).
Si Ω est une r-forme finie sur Z, son tire´-en-arrie`re µ⋆(Ω) est une
forme finie sur IZ,Σq(X). D’autre part, l’application ν est ge´ne´riquement
finie (elle est ge´ne´riquement k : 1, ou` k de´signe le degre´ d’un 0-cycle Z ·σ
pour σ ∈ Σq(X) admissible ge´ne´rale). Du second point du The´ore`me 3.1
il de´coule donc que Trν(µ
⋆(Ω)) est une forme finie sur Σq(X). Comme
Σq(X) est unirationnelle, Trν(µ
⋆(Ω)) est identiquement nulle d’apre`s le
Lemme 2.8 de [26]. Par ailleurs, on ve´rifie aise´ment que Trν(µ
⋆(Ω)) n’est
rien d’autre que la trace de Ω par rapport a` la famille Σq(X) et s’e´crit
aussi localement
∑d
j=1 κ
⋆
j(Ω) avec les notations introduites plus haut.
Pour des raisons de degre´, on a dΩ = 0 et donc dκ⋆j(Ω) = κ
⋆
j (dΩ) = 0
pour tout j = 1, . . . , d. Du fait que les κj sont des inte´grales premie`res de
TZ,σ0, il vient que le d-uplet (κ
∗
j (Ω))
d
j=1 peut eˆtre vu comme une relation
abe´lienne de ce tissu. On en de´duit que l’application (9) est bien a` valeurs
dans l’espace des relations abe´liennes de TZ,σ0 et donc est bien de´finie.
Puisqu’elle est clairement line´aire et injective, on obtient le corollaire.
Nous finirons cette section par le commentaire suivant : si le re´sultat
ci-dessus est suffisant pour le but que nous nous sommes fixe´ dans cet
article (a` savoir, construire des tissus alge´briques exceptionnels de rang
maximal), la conside´ration du cas des tissus alge´briques grassmanniens
nous fait nous demander s’il n’est pas possible d’ame´liorer le Corollaire
3.2 et de prouver que l’application (9) se prolonge a` l’espace H0(Z, ωrZ)
des r-formes diffe´rentielles abe´liennes (9) sur Z et induit un isomorphisme
entre celui-ci et A(TZ,σ0), auquel cas on aurait rg(TZ,σ0) = h
0(Z, ωrZ).
Cela reviendrait essentiellement a` de´montrer des analogues du
The´ore`me d’addition d’Abel et du The´ore`me d’Abel–Inverse, non
plus pour les paires grassmanniennes (PN , Gk(P
N)), mais pour les paires
d’incidences plus ge´ne´rales (X,Σq(X)) avec X ∈ Xr+1,n(q).
9. Nous appelons “formes diffe´rentielles abe´liennes” les sections globales sur Z du
faisceau ωrZ introduit par Barlet [2] dans le cadre plus ge´ne´ral des varie´te´s analytiques
de dimension pure.
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4. Tissus alge´briques exceptionnels
Dans cette section, on construit des tissus alge´briques exceptionnels a`
partir des varie´te´s des classes Xr+1,n(2n− 3) conside´re´es dans la Section
2. Plus pre´cise´ment, si X de´signe l’une de ces varie´te´s, on trouve une
certaine classe tre`s ample EX dans le groupe de Picard de X et on montre
que (X,Σ2n−3(X), Z) est admissible pour Z ∈ |EX | ge´ne´rique. Quand Z
est lisse, on utilise alors un re´sultat classique d’adjonction pour calculer
h0(KZ) et en de´duire que le tissu associe´ a` (X,Σ2n−3(X), Z) est de rang
maximal et donc est exceptionnel.
La me´thode de construction e´tant toujours la meˆme, nous la de´crivons
en de´tail dans le premier cas traite´ et sommes un peu plus succincts dans
les cas qui suivent.
4.1. Tissus exceptionnels construits a` partir de XHerm3(A), avec
A = R,C,H ou O. — Si A est l’une des quatre alge`bres R,C,H ou
O, on note pour simplifier XA la courbe cubique sur l’alge`bre de Jordan
Herm3(A) de´crite dans la Section 2.1.
Si GA de´signe le groupe conforme de Herm3(A), on a vu que XA est
homoge`ne sous l’action de GA. Cette varie´te´ e´tant e´galement projective,
on a XA = GA/PA pour un certain sous-groupe parabolique PA de GA
(cf. [16, p. 135]), qui est maximal pour l’inclusion parmi les sous-groupes
paraboliques de GA. Comme le groupe de Picard de GA/PA s’identifie
au groupe des caracte`res de PA d’apre`s [29, Theorem 4], il de´coule de
la maximalite´ de PA que Pic(XA) est libre, sans torsion et engendre´ par
un seul e´le´ment ample, note´ HA. En fait, dans les cas conside´re´s, HA est
la classe du fibre´ OXA(1) associe´ au plongement XA ⊂ PZ2(Herm3(A))
de´crit Section 2.1.
On sait aussi (cf. [18, V.1.4]) que XA est une varie´te´ de Fano, c’est-a`-
dire que dans le groupe de Picard de XA, on a
(10) KXA = −i(XA)HA,
pour un certain entier strictement positif i(XA), appele´ l’indice de XA.
Soit M0,1(XA) la varie´te´ des droites 1-pointe´es incluses dans XA
(10).
D’apre`s [10, Theorem 2], si D est une droite contenue dans XA, on a
10. Plus rigoureusement, M0,1(XA) est la varie´te´ des classes d’isomorphismes de
triplets (P1, x, µ) ou` x est un point de P1 et µ : P1 → XA un parame´trage projectif
d’une droite incluse dans XA, cf. [10, §1.1].
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dim(M0,1(XA)) = dim(XA) + deg(c1(XA)|D) − 2. La varie´te´ XA e´tant
homoge`ne, on a dim(M0,1(XA)) = dim(XA)+dim(MA,o) ou`MA,o de´signe
la famille des droites incluses dans XA qui passent par un point fixe´ o de
XA. Par ailleurs, de (10), il vient deg(c1(XA)|D) = i(XA) deg(HA|D) =
i(XA). On en de´duit que i(XA) = dim(MA,o) + 2.
Il est connu que les varie´te´s MA,o pour A = R,C,H ou O sont
les quatre varie´te´s de Severi (voir [23, Section 6] ou [19, Section 1.1]).
Puisque ces quatre varie´te´s peuvent eˆtre vues comme des complexifica-
tions des plans projectifs RP2,CP2,HP2 et OP2, on de´duit une fac¸on de
calculer i(XA) explicitement : quelle que soit A, on a
i(XA) = 2 dim(A) + 2.
On re´capitule et explicite dans le tableau suivant certaines des asser-
tions mentionne´es ci-dessus.
A Herm3(A) GA XA MA,o i(XA)
R Sym3(C)
+ Sp6(C) LG3(C
6) v2(P
2) 4
C M3(C)
+ SL6(C) G3(C
6) Seg(P2 × P2) 6
H Alt6(C)
+ SO12(C) OG6(C
12) G2(C
6) 10
O Herm3(O) E7 E7/P7 OP
2 18
Pour simplifier l’e´criture, on pose ΣA = Σ3(XA) dans ce qui suit.
Pour toute alge`bre A, on de´finit une classe tre`s ample dans le groupe
de Picard de XA en posant
EA =
(
i(XA) + 1
)
HA .
La varie´te´ XA e´tant homoge`ne, tous ses points sont admissibles. De ce
fait, si Z est un e´le´ment re´duit du syste`me line´aire |EA|, il rencontre bien
(XA)adm = XA et par conse´quent le triplet (XA,ΣA, Z) est admissible
d’apre`s la Proposition 3.1.
On note TZ le tissu alge´brique d’incidence de´fini par un tel triplet.
C’est un tissu sur ΣA de codimension e´gale a` la dimension de Z, a` savoir
rA = dim(XA)− 1 = 3 dim(A) + 2.
Comme dim(ΣA) = 3 rA, le tissu TZ est de type (rA, 3) et d’ordre
un certain entier dA que l’on de´termine facilement. En effet, vu qu’une
courbe admissible C ∈ ΣA est une cubique dansXA ⊂ PZ2(Herm3(A)) et
puisque ce plongement est donne´ par le syste`me line´aire complet associe´
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a` HA, on a (HA · C) = 3 et par conse´quent
dA =
(
EA · C
)
= 3
(
i(XA) + 1
)
= 2 rA + 5 = dexc.
Pour construire des relations abe´liennes de TZ , il convient d’e´tudier
les formes finies sur Z. Cela se fait au moyen d’un re´sultat classique
d’adjonction pour lequel il nous faut supposer Z lisse. Comme EA est
tre`s ample et XA lisse, Z ge´ne´rique dans |EA| est lisse d’apre`s le premier
The´ore`me de Bertini. Sous cette hypothe`se, on a une suite exacte
(11) 0→ KXA −→ KXA(Z)
ResZ−→ KZ → 0
ou`KXA(Z) = KXA⊗OXA(Z) est le faisceau des (r+1)-formes rationnelles
sur XA avec des poˆles d’ordre 1 le long de Z et ou` ResZ de´signe le “re´sidu
de Poincare´” (cf. [12, p. 147]).
Par ailleurs, on a h1
(
KXA
)
= hrA
(
OXA
)
(par la dualite´ de Serre)
= h0,rA
(
XA
)
(par l’isom. de Dolbeault)
= hrA,0
(
XA
)
(d’apre`s la the´orie de Hodge)
= h0
(
ΩrAXA
)
(par l’isom. de Dolbeault).
Comme XA est rationnelle, on a h
0(ΩqXA) = 0 pour tout q strictement
positif et donc h0(KXA) = h
1(KXA) = 0. Le premier morceau non-trivial
de la suite longue de cohomologie associe´e a` (11) nous donne donc un
isomorphisme line´aire H0(XA, KXA(Z)) ≃ H
0(Z,KZ).
Or, par la de´finition meˆme de EA, on a KXA(Z) = HA = [OXA(1)]
et donc h0(KZ) = h
0
(
OXA(1)
)
= 2 rA + 4. D’apre`s le Corollaire 3.2, cela
implique que rg(TZ) ≥ 2 rA+4. Vu que par ailleurs rg(TZ) ≤ ρrA,3(dexc) =
2rA + 4, on obtient que TZ est de rang maximal.
Enfin, il est facile de ve´rifier que XTZ = XA, i.e. que la varie´te´ de
Blaschke du tissu TZ n’est rien d’autre que XA. Cette dernie`re n’e´tant
pas standard d’apre`s la Proposition 2.1, on de´duit du The´ore`me 1.1 que
TZ n’est pas alge´brisable au sens classique. On a obtenu le
The´ore`me 4.1. — Si Z est une hypersurface lisse du syste`me line´aire
|EA|, alors (XA,ΣA, Z) est admissible et de´finit un dexc-tissu alge´brique
exceptionnel de type (3 dim(A) + 2, 3) sur la famille de cubiques ΣA.
L’e´nonce´ analogue en supposant seulement Z re´duite et pas force´ment
lisse est tre`s certainement encore valable, voir Section 5.1 plus loin.
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4.2. Tissus exceptionnels construits a` partir de Seg(P1×Q). —
Soit r un entier plus grand ou e´gal a` 2. On de´signe parQ une hypersurface
quadrique lisse de Pr+1 et on note X le plongement de Segre Seg(P1 ×
Q) ⊂ P2r+3. Soit HP1 (resp. HQ), la classe de l’image re´ciproque de
OP1(1) (resp. OQ(1)) par la projection canonique π1 : X → P
1 (resp.
π2 : X → Q). On sait que le groupe de Picard de X est librement
engendre´ par HP1 et HQ et que HP1 + HQ est tre`s ample et correspond
au plongement de Segre X ⊂ P2r+3 conside´re´ ici.
On pose alors
EX = 3HP1 + (r + 1)HQ.
Soit c : P1 → C, un parame´trage projectif d’une courbe C de la famille
Σ3(X). Si l’on suppose C ge´ne´rale, on ve´rifie que π1 ◦ c : P
1 → P1 est
un isomorphisme et donc (C ·HP1) = 1. Comme π2 ◦ c parame`tre π2(C)
qui est une conique dans Pr+1, il vient (C · HQ) = 2. On en de´duit que
(C ·EX
)
= 2r+5. Comme X est homoge`ne, on a X = Xadm et donc toute
hypersurface re´duite Z ∈ |EX | est telle que (X,Σ3(X), Z) est admissible
et donc de´finit un tissu de type (r, 3) sur Σ3(X), note´ TZ .
Supposons maintenant qu’en plus d’eˆtre re´duite, Z soit lisse. Par ad-
jonction, on obtient un isomorphisme H0(KX(Q)) ≃ H
0(KZ). Comme
KX(Q) = OX(HP1 +HQ), il vient h
0(KZ) = 2r+4, ce qui nous donne le
The´ore`me 4.2. — Si Z est une hypersurface lisse du syste`me line´aire
|EX |, alors le triplet (X,Σ3(X), Z) est admissible et de´finit un tissu
alge´brique exceptionnel de type (r, 3) sur la famille de cubiques Σ3(X).
4.3. Une famille de tissus exceptionnels de type (r, 4). — On
fixe r ≥ 2 et on reprend les notations de la Section 2.3. Pour construire
des tissus exceptionnels sur ΣQ = Σ5(XQ), il nous faut d’abord obtenir
des informations sur la ge´ome´trie de la varie´te´ XQ elle-meˆme.
4.3.1. Quelques proprie´te´s ge´ome´triques de XQ. — La varie´te´ XQ e´tant
de´finie comme l’image de ϕ = ϕ|3H−2Q| : P
r+1
99K P3r+5, on va commen-
cer par re´soudre les inde´terminations de cette application rationnelle.
On ve´rifie tout d’abord que le lieu d’inde´termination de ϕ est le
sous-espace Π = 〈Q〉 engendre´ par Q. On conside`re alors µ1 : X1 =
BlΠ(P
r+1)→ Pr+1, l’e´clatement de Pr+1 le long de Π. Le diviseur excep-
tionnel associe´ E1 = µ
−1
1 (Π) s’identifie au projectifie´ du fibre´ normal de
Π. Comme NΠ/Pr+1 ≃ OΠ(1) ⊕ OΠ(1), on en de´duit une identification
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naturelle E1 ≃ Π× P
1. Modulo celle-ci, la restriction de µ1 a` E1 s’iden-
tifie a` la projection canonique Π × P1 → Π sur le premier facteur. Il en
de´coule que Q1 = µ
−1
1 (Q) est isomorphe a` Q× P
1.
Soit ϕ1 : X1 99K XQ l’application birationnelle qui rend commutatif le
diagramme suivant :
X1 ϕ1
µ1
Pr+1 ϕ XQ .
On note H1 la classe de l’image inverse par µ1 d’un hyperplan ge´ne´ral
de Pr+1.
Lemme 4.1. — L’application ϕ1 est induite par le syste`me line´aire
L(ϕ1) = |3H1 − E1 − Q1| des e´le´ments de |3H1 − E1| qui contiennent
Q1. On a :
L(ϕ1) = ϕ
−1
1
(
|OXQ(1)|
)
= PH0
(
X1,OX1(3H1 − E1)⊗ IQ1
)
.
En particulier, le sche´ma de base de ϕ1 est Q1.
De´monstration. — La transforme´e totale de |3H − 2Q1| par µ1 est un
sous-syste`me line´aire de |3H1| dont la composante fixe est E1. Il en
de´coule que ϕ1 est induite par un sous-syste`me line´aire de |3H1 − E1|.
Soient (u, s) = (u0, u1, s1, . . . , sr), les coordonne´es homoge`nes sur
Pr+1 introduites dans la Section 2.3. On se place sur la carte af-
fine U ⊂ Pr+1 donne´e par l’e´quation sr = 1. Alors, sur un certain
ouvert affine U1 ⊂ µ
−1
1 (U) de X1, il existe des coordonne´es affines
(v, s) = (v0, v1, s1, . . . , sr−1) telles que la restriction de µ1 a` U1 s’e´crive
(12) (v, s) = (v0, v1, s1, . . . , sr−1) 7−→ (v0, v0v1, s1, . . . , sr−1) = (u, s).
Les hypersurfaces cubiques de Pr+1 qui contiennent Π sont exactement
celles qui sont de´coupe´es par les polynoˆmes homoge`nes de la forme
F (u, s) = R3(u) +
r∑
j=1
P j2 (u)sj + (c0u0 + c1u1)P2(s)
ou` R3, P2 et les P
j
2 sont des polynoˆmes homoge`nes (de degre´ 3 et 2 respec-
tivement) et ou` c0, c1 sont des constante complexes. En utilisant (12), on
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obtient que la transforme´e stricte par µ1 d’une telle hypersurface cubique
correspond exactement a` l’hypersurface de U1 de´coupe´e par l’e´quation
F1(v, s) = v
2
0R3(1, v1) + v0
r∑
j=1
P j2 (1, v1)sj + (c0 + c1v1)P2(s).
On ve´rifie imme´diatement que dFx = 0 pour tout x ∈ Q si et seulement
si q(s) divise P2(s) et que cela e´quivaut a` ce que F1(x1) = 0 pour tout
x1 ∈ Q1. Cela signifie bien que µ
−1
1 (|3H − 2Q|) = |3H1 − E1 − Q1| et
de´montre le lemme.
Le lemme ci-dessus implique que l’on va obtenir une re´solution lisse
de ϕ1 en e´clatant X1 le long de Q1. On note µ2 : X2 = BlQ1(X1) → X1
cet e´clatement. Alors il existe un morphisme ϕ2 : X2 → XQ qui rend le
diagramme suivant commutatif :
X2
µ2
ϕ2
X1 ϕ1
µ1
Pr+1 ϕ XQ .
De plus, de la proprie´te´ universelle de l’e´clatement, on de´duit que
ϕ∗2(OXQ(1)) = µ
∗
2(3H1−E1)−Q2 = 3H2−ϕ
∗
2(E1)−Q2 = 3H2−E2−2Q2,
avec H2 = µ
∗
2(H1) et Q2 = µ
−1
2 (Q1) ainsi que E2 = µ
−1
2 (E1). Puisque
XQ ⊂ P
3r+5 est line´airement normale, il en de´coule que ϕ2 est induite
par L(ϕ2) = |3H2 − E2 − 2Q2|.
Nous allons expliciter l’application ϕ2 dans des coordonne´es affines
adapte´es. Pour cela, il est pratique de supposer que les si ont e´te´ choisis de
telle sorte que la forme quadratique q s’e´crive q(s) = s1sr−
∑r
i=2 s
2
i , ce qui
ne fait pas perdre en ge´ne´ralite´. On reprend les notations introduites dans
la preuve du lemme pre´ce´dent. Sur l’ouvert affine U1 de X1, on de´finit
un nouveau syste`me de coordonne´es affines (v, σ) = (v0, v1, σ1, . . . , σr−1)
en posant σ1 = q(s1, . . . , sr−1, 1) et σj = sj pour j = 2, . . . , r − 1. Dans
ces nouvelles coordonne´es, E1 ∩ U1 et Q1 ∩ U1 ont respectivement pour
e´quations v0 = 0 et v0 = σ1 = 0, et les restrictions a` U1 des e´le´ments de
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L(ϕ1) sont les hypersurfaces de´coupe´es par les e´quations
(13)
0 = v20R3(v1)+v0
[
P 12 (v1)
(
σ1+p(σ)
)
+
r−1∑
j=2
P j2 (v1)σj+P
r
2 (v1)
]
+(c0+c1v1)σ1,
ou` P 12 , . . . , P
r
2 et R3 sont des polynoˆmes non-homoge`nes, de degre´ 2 et 3
respectivement et ou` l’on a pose´ p(σ) =
∑r−1
i=2 σ
2
i .
Soient (w0, v1, w1, σ2, . . . , σr−1) les coordonne´es sur un certain ouvert
affine U2 ⊂ µ
−1
2 (U1) telles que la restriction de µ2 a` U2 s’e´crive
(14) (w0, v1, w1, σ2, . . . , σr−1) 7−→ (w0w1, v1, w1, σ2, . . . , σr−1) = (v, σ).
Dans les coordonne´es conside´re´es sur U2, les diviseurs E2∩U2 et Q2∩U2
sont respectivement de´coupe´s par les e´quations w0 = 0 et w1 = 0. Au
moyen de l’expression explicite (14) de µ2|U2 , on de´termine facilement
l’e´quation de la transforme´e stricte par µ2 d’une hypersurface de´coupe´e
par une e´quation (13). On en de´duit qu’une base de l’espace des compo-
santes de la restriction a` U2 de ϕ2 : X2 → P
3r+5 est donne´e par l’ensemble
des fonctions polynomiales suivantes
(15) 1 , v1 , w0v
k
1 , w0v
k
1σj , w0v
k
1
(
w1 + p(σ)
)
, w20w1v
k
1 , w
2
0w1v
3
1,
ou` j = 2, . . . , r − 1 et k = 0, 1, 2. Au moyen des nouvelles variables
x0, . . . , xr lie´es aux pre´ce´dentes par les relations
(16)
x0 = w0 , x1 = v1 , x2 = w0 σ2 , . . . , xr−1 = w0 σr−1 , xr = w0
(
w1+ p(σ)
)
,
on ve´rifie que ϕ2(U2) peut aussi eˆtre de´crit comme l’image de l’application
ϕ˜2 : C
r+1 → P3r+5 dont les composantes sont
(17) 1 , x1 , x0x
k
1 , xlx
k
1 ,
(
x0xr − p(x)
)
xk1 ,
(
x0xr − p(x)
)
x31
avec l = 2, . . . , r et k = 0, 1, 2, ou` l’on a pose´ p(x) =
∑r−1
i=2 x
2
i .
Nous sommes maintenant en mesure d’e´noncer les proprie´te´s de la
varie´te´ XQ que nous utiliserons pour construire des tissus de rang maxi-
mal sur ΣQ. Pour simplifier, on pose X3 = XQ dans l’e´nonce´ suivant :
Proposition 4.2. —
1. L’image E3 = ϕ2(E2) de E2 par ϕ2 est une droite de P
3r+5 et la
restriction de ϕ2 a` E2 s’identifie a` la projection canonique Π×P
1 →
P1 sur le second facteur.
2. Par restriction, ϕ2 induit un isomorphisme X2 \ E2 ≃ X3 \ E3.
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3. La varie´te´ X3 est lisse et ϕ2 est l’e´clatement de X3 le long de E3.
4. Si H3 et Q3 de´signent les images directes de H2 et Q2 par ϕ2, on a
KX3 = −(r + 2)H3 + 2Q3 et
[
OX3(1)
]
= 3H3 − 2Q3.
De´monstration. — La varie´te´ X2 est recouverte par un nombre fini de
cartes affines dans lesquelles ϕ2 s’exprime essentiellement de la meˆme
fac¸on que dans la carte particulie`re U2 conside´re´e ci-dessus. Pour e´tablir
les points 1., 2. et 3., on peut donc se borner a` de´montrer les e´nonce´s
correspondants lorsqu’on se restreint a` U2. En gardant ce fait a` l’esprit,
– on de´duit les points 1. et 2. de l’expression explicite (15) des com-
posantes de ϕ2 sur U2 (modulo des ve´rifications faciles laisse´es au
lecteur) ;
– on obtient la premie`re partie du point 3. en observant que ϕ˜2 :
Cr+1 → P3r+5 est un plongement puisque x0, . . . , xr en sont des
composantes d’apre`s (17). Que ϕ2 soit l’e´clatement de X3 le long de
E3 de´coule alors des relations (16).
Comme ϕ2 contracte E2, le point 4. est une conse´quence facile du fait
que ϕ2 est induite par le syste`me line´aire |3H2 − E2 − 2Q2| (voir plus
haut) et que
KX2 = (µ1 ◦ µ2)
∗(KPr+1) + µ
∗
2(E1) +Q2 = −(r + 2)H2 + E2 + 2Q2
d’apre`s [14, Exercise II.8.5.(b)], vu que µ∗2(E1) = E2 +Q2.
Remarque. — La quadrique Q est irre´ductible si et seulement si r > 2.
Dans ce cas, le groupe de Picard de XQ est librement engendre´ par les
classes H3 etQ3. Par contre, Q est l’union de deux points distincts lorsque
r = 2. Dans ce cas, Q3 n’est pas irre´ductible mais est la somme de deux
diviseurs irre´ductibles Q′3 et Q
′′
3 qui s’intersectent le long de la droite E3
et le groupe de Picard de XQ est libre, de rang 3, engendre´ par les classes
H3, Q
′
3 et Q
′′
3.
On se donne maintenant une cubique gauche C0 dans P
r+1 qui corres-
pond a` une quintique rationnelle ge´ne´rique C = ϕ2(C0) de la famille ΣQ.
Vu la fin de la Section 2.3 et par ge´ne´ricite´, on sait que C0 intersecte le
sous-espace projectif Π transversalement en deux points distincts a, a′ de
Q. La transforme´e stricte C1 = µ
−1
1 (C0) de C0 sur X1 intersecte E1 en
deux points de Q1, et cela de fac¸on transverse puisque ni a ni a
′ n’est un
point d’inflexion de C0 (qui n’en a pas, vu que c’est une cubique gauche).
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Par conse´quent, on obtient que la transforme´e stricte C2 de C1 par µ2
intersecte Q2 en deux points distincts et ne rencontre pas E2. D’apre`s le
point 2. de la proposition ci-dessus, cela implique que (C ·Q3) = 2.
Des arguments pre´ce´dents, on peut e´galement de´duire que l’ensemble
des points admissibles de XQ est exactement XQ \ E3.
Nous avons maintenant a` disposition tout ce dont nous avons besoin
pour construire des tissus alge´briques d’incidence de rang maximal sur
la famille de quintiques rationnelles ΣQ.
4.3.2. Tissus de rang maximal de type (r, 4)sur ΣQ. — On pose
EXQ = (r + 5)H3 − 4Q3 ∈ Pic(XQ).
Soit Z une hypersurface re´duite du syste`me line´aire |EXQ|. Elle ren-
contre (XQ)adm = XQ \ E3, le triplet (XQ,ΣQ, Z) est donc admissible
d’apre`s la Proposition 3.1 et de´finit un tissu de type (r, 4) note´ TZ .
Pour C ∈ ΣQ ge´ne´rale, on a (C · HQ) = 3 et (C · Q2) = 2 et donc
(C · EXQ) = 3(r + 5)− 8 . On en de´duit que TZ est d’ordre dexc(r, 4).
On peut e´crire EXQ = 6H3−4Q3+(r+5−6)H3. Comme 6H3−4Q3 =
OXQ(2) et puisque (r + 5− 6)H3 est effectif vu que r > 1, la classe EXQ
est tre`s ample. Par conse´quent, l’e´le´ment ge´ne´ral Z de |EXQ| est lisse.
Sous cette dernie`re hypothe`se, on a par adjonction
h0(KZ) = h
0
(
KXQ(Z)
)
= h0
(
OXQ(1)
)
= 3r + 6 = ρr,4(3r + 7).
On utilise alors le Corollaire 3.2, pour en de´duire le
The´ore`me 4.3. — Si Z est un e´le´ment lisse de |EXQ| alors le triplet
(XQ,ΣQ, Z) est admissible et de´finit un dexc-tissu alge´brique exceptionnel
de type (r, 4) sur la famille de quintiques rationelles ΣQ.
4.4. Tissus exceptionnels de type (2, 6) construits a` partir de
v3(P
3). — Soit S une surface re´duite de degre´ 7 dans P3. On note ici
Σ = SL4(C)/SL2(C) ⊂ Hilb
3t+1(P3)
la famille des courbes cubiques gauches de P3. Un e´le´ment ge´ne´ral C
de Σ intersecte S transversalement en 21 points d’apre`s le The´ore`me de
Be´zout. Le triplet (P3,Σ, S) est admissible et de´finit donc un 21-tissu de
type (2, 6) sur Σ, qu’on note TS.
Supposons que S soit lisse. Par adjonction, on a KS = OS(3) et donc
h0(S,KS) = 20. D’apre`s les re´sultats de la Section 3, on obtient que
rg(TS) = 20 = ρ2,6(21). On en de´duit le
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The´ore`me 4.4. — Soit S une surface lisse de degre´ 7 dans P3. Le tri-
plet (P3,Σ, S) est admissible et de´finit un 21-tissu alge´brique exceptionnel
de type (2, 6) sur la famille des cubiques gauches de P3.
Signalons ici que dans les “Notes added in proof”de [11], Griffiths discu-
tait de´ja` de l’annulation des traces, par rapport a` la famille des cubiques
gauches de P3, des 2-formes diffe´rentielles holomorphes sur une surface
quartique lisse. Mais rien ne laissait deviner qu’il suffisait de conside´rer
a` la place des surfaces de degre´ 7 et non pas 4 pour obtenir des tissus de
rang maximal d’un type nouveau...
4.5. Tissus exceptionnels de type (2, 5) construits a` partir de
τx(v3(P
3)). — Soit µ : X→P3 l’e´clatement de P3 en x. Son groupe de
Picard est librement engendre´ par les classes de l’image re´ciproque par
µ d’un plan ge´ne´ral de P3 et du diviseur exceptionnel µ−1(x), note´es H
et E respectivement.
On ve´rifie que la classe 3H−2E ∈ Pic(X) est tre`s ample et que l’image
de X par le plongement associe´ est la projection tangentielle τx(v3(P
3)).
D’autre part, on a KX = µ
∗(K3
P
) + 2E = −4H + 2E. On pose alors
EX = −KX + (3H − 2E) = 7H − 4E ∈ Pic(X).
Soit S une surface re´duite du syste`me line´aire |EX |. Si C est une cu-
bique gauche de P3 qui passe par x, en ge´ne´ral C ′ = µ−1(C) intersecte S
transversalement en
(C ′ · EX) = 7(C
′ ·H)− 4(C ′ ·E) = 7 · 3− 4 · 1 = 17
points distincts. Par conse´quent (X,Σ3(X), S) est admissible et le 17-
tissu associe´ est de type (2, 5). Puisque EX est tre`s ample, S ∈ |EX |
ge´ne´rale est lisse. Dans ce cas, par adjonction, on a h0(S,KS) = 16. De
la Section 3, on de´duit alors le
The´ore`me 4.5. — Si S ∈ |EX | est lisse, alors (Blx(P
3),Σ3(Blx(P
3)), S)
est un triplet admissible qui de´finit un 17-tissu alge´brique exceptionnel
de type (2, 5) sur Σ3(Blx(P
3)).
4.6. Tissus exceptionnels de type (2, 4) construits a` partir de
τxy(v3(P
3)). — Ce cas correspond au cas r = 2 de la famille de tissus
de type (r, 4) construite Section 4.3 ci-dessus.
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5. Remarques et commentaires
Pour finir, nous faisons plusieurs remarques qui concernent tout
d’abord les re´sultats obtenus auparavant et certaines conclusions que
l’on peut en tirer a priori sans trop de difficulte´. Ensuite, nous disons
quelques mots de ce qu’il faudrait arriver a` comprendre pour aboutir a`
une classification comple`te des tissus alge´briques exceptionnels.
5.1. Tissus associe´s a` un triplet admissible (X,Σ2n−3(X), Z) avec
Z re´duite. — Soit X une varie´te´ non-standard lisse dans la classe
Xr+1,n(2n−3) conside´re´e plus haut. On a de´fini une certaine classe ample
EX ∈ Pic(X) telle que pour Z ∈ |EX | lisse, le triplet (X,Σ2n−3(X), Z)
est admissible et de´finit un tissu alge´brique exceptionnel. Si Z est seule-
ment suppose´e re´duite, le triplet correspondant est encore admissible
et il est naturel de penser que le dexc-tissu de type (r, n) associe´ TZ =
T(X,Σ2n−3(X),Z) est encore de rang maximal.
En effet, dans ce cas on dispose e´galement d’une suite exacte courte
0→ KX → KX(Z)→ω
r
Z → 0 (cf. [1, p. 228]) qu’on peut utiliser, par un
calcul tout a` fait analogue a` celui fait dans le cas lisse, pour e´tablir que
(18) h0(ωrZ) = h
0(X,KX + EX) = ρr,n
(
dexc
)
.
Pour obtenir que TZ est de rang maximal, il faudrait par exemple
disposer d’une version du The´ore`me 3.1 dans laquelle on aurait remplace´
les formes finies sur Z par les formes abe´liennes sur cette hypersurface.
Comme on l’a dit, il est naturel de penser qu’une telle version existe.
Une autre approche pour de´montrer que TZ est de rang maximal quand
Z est seulement suppose´e re´duite pourrait reposer sur des arguments de
de´formation. Comme X est lisse et EX tre`s ample, il de´coule du the´ore`me
de Bertini que toute hypersurface dans |EX | est limite d’e´le´ments lisses
de ce syste`me line´aire. Par conse´quent, le tissu TZ peut eˆtre vu comme
une limite, en un sens naturel, de tissus de rang maximal. On obtiendrait
que TZ est lui aussi de rang maximal en montrant que la maximalite´ du
rang est une condition ferme´e pour les familles analytiques de tissus de
type (r, n). Si cela semble intuitivement aller de soi, ce dernier point
me´riterait d’eˆtre de´montre´ de fac¸on rigoureuse.
5.2. Sur l’e´quivalence des tissus exceptionnels construits
pre´ce´demment. — Dans cet article, nous avons construit des tis-
sus alge´briques exceptionnels a` partir de certains triplets admissibles
(X,Σ2n−3(X), Z) ou` X est une varie´te´ non-standard lisse d’une classe
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Xr+1,n(2n − 3) et Z un e´le´ment du systeme line´aire |EX | associe´ a`
une certaine classe EX ∈ Pic(X). En utilisant le fait que ces tis-
sus TZ = T(X,Σ2n−3(X),Z) sont canoniques, on montre facilement que
pour Z,Z ′ ∈ |EX | re´duites, les tissus TZ et TZ′ sont (analytiquement)
e´quivalents si et seulement si les hypersurfaces Z et Z ′ sont congruentes
sous l’action du groupe des automorphismes projectifs de X , note´
Aut(X).
Soit |EX |
o le comple´mentaire du ferme´ de Zariski forme´ des hypersur-
faces non re´duites. De ce qui pre´ce`de, il de´coule que l’espace des modules
des classes d’e´quivalences analytiques des tissus TZ s’identifie a` l’espace
des orbites de |EX |
o sous l’action de Aut(X). Quand X ∈ Xr+1,3(3)
est lisse et n’est pas un produit, Aut(X) est l’un des groupes de Lie
complexes simples Sp6(C), SL6(C), SO12(C) ou E7. On se retrouve donc
ramene´ dans ce cas a` un proble`me tre`s classique (mais pas force´ment
facile a` re´soudre) de la the´orie des repre´sentations des groupes de Lie
complexes simples.
5.3. Sur la classification des tissus alge´briques exception-
nels. — Dans les sections pre´ce´dentes, nous avons explique´ comment
construire des tissus alge´briques exceptionnels a` partir de varie´te´s non
standards des classes Xr+1,n(2n − 3). Auparavant, nous avons montre´
que tout tissu de rang maximal non-alge´brisable (au sens classique)
s’obtient de cette fac¸on. Ces re´sultats laissent ouvert le proble`me de la
classification des tissus alge´briques exceptionnels.
Vu le The´ore`me 1.1, cette question se rame`ne a` la de´termination de cer-
taines hypersurfaces des varie´te´s non-standards des classes Xr+1,n(2n−3)
et donc, avant cela, passe par la classification des varie´te´s de ce type. C’est
un horizon inte´ressant qui nous semble abordable, plus particulie`rement
dans le cas n = 3.
En effet, d’apre`s [25], les varie´te´s non-standards des classes Xr+1,3(3)
sont exactement les courbes cubiques XJ sur les alge`bres de Jordan J
de rang 3 (voir Section 2.1). Par conse´quent, classer les (2r + 5)-tissus
exceptionnels de type (r, 3) demanderait de savoir de´crire les hypersur-
faces d’une courbe cubique XJ arbitraire. Ces varie´te´s e´tant singulie`res
en ge´ne´ral, il faudrait pour cela eˆtre en mesure de de´crire le groupe de
Picard de XJ ou de l’une de ses de´singularisations.
Le fait que le radical d’une alge`bre de Jordan soit re´soluble laisse entre-
voir une fac¸on naturelle de construire une de´singularisation µ : X ′J → XJ
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via une suite d’e´clatements successifs qui ferait apparaˆıtreX ′J comme l’es-
pace total d’une tour de fibre´s projectifs au dessus les uns des autres et
dont la base serait la partie semi-simple et donc lisse XJss de XJ (voir [24]
pour plus de de´tails). A` partir d’une telle construction, via des re´sultats
classiques de ge´ome´trie alge´brique, on pourrait de´crire Pic(X ′J) ainsi que
la classe correspondant au morphisme X ′J → PZ2(J) (obtenu en compo-
sant µ et l’inclusion XJ ⊂ PZ2(J)) et aussi la classe canoniqueKX′
J
, c’est-
a`-dire de´crire tout ce dont on a besoin pour construire et classifier des
tissus exceptionnels. On conjecture qu’il existe une classe EX′
J
∈ Pic(X ′J)
explicite et unique telle qu’un triplet (XJ ,Σ3(XJ), Z) est admissible et
de´finit un tissu alge´brique exceptionnel si et seulement la transforme´e
stricte de Z par µ est re´duite et appartient au syste`me line´aire |EX′
J
|.
Il est clair qu’un travail conse´quent reste a` fournir avant que la strate´gie
pre´sente´e ci-dessus aboutisse e´ventuellement. Le premier cas a` conside´rer
est bien suˆr celui dans lequel la varie´te´ X d’une classe Xr+1,3(3) est lisse.
Ce qui est attendu se produit bien dans ce cas particulier puisqu’on a le
The´ore`me 5.1. — Soit T un (2r+5)-tissu de rang maximal exception-
nel de type (r, 3). Si XT est lisse, c’est une des varie´te´s de la TABLE 1 et
ZT ∈ |EX |
o. De plus, la trace induit un isomorphisme line´aire entre l’es-
pace des r-formes abe´liennes sur ZT et l’espace des relations abe´liennes
du mode`le canonique Tcan = T(XT ,Σ3(XT ),ZT ) de T .
De´monstration. — Sans perdre en ge´ne´ralite´, on peut supposer que T
est canonique, i.e. qu’il existe un triplet admissible (X,Σ3(X), Z) tel
que T = T(X,Σ3(X),Z) ou` Z est une hypersurface re´duite de la varie´te´ X
qui est un e´le´ment lisse non-standard de la classe Xr+1,3(3).
Comme T est un (2r + 5)-tissu, on doit avoir (C · Z) = 2r + 5 pour
toute courbe admissible C ∈ Σ3(X) non-incluse dans Z. Quand X est
lisse et n’est pas isomorphe au produit de P1 avec une quadrique lisse,
c’est l’une des quatre courbes cubiques XA de´crites dans la Section 2.2.1.
Comme on a Pic(X) ≃ Z dans ce cas, on obtient imme´diatement que
Z ∈ |EX |
o.
Supposons que X = Seg(P1 × Q) ou` Q est une hyperquadrique lisse.
Comme Pic(X) est librement engenre´ par HP1 et HQ (voir Section 4.2),
il existe deux entiers a, b tels que Z ∈ |aHP1 + bHQ|. Ils sont uniquement
de´termine´s par Z et sont positifs ou nuls puisque la classe aHP1+bHQ est
effective. En utilisant des arguments similaires a` ceux utilise´s ci-dessus, on
de´duit qu’ils ve´rifient (1) a+2b = 2r+5 et (2) h0((a−2)HP1+(b−r)HQ) ≥
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2r+ 4. De (1), on de´duit que (a, b) = (3 + 2k, r+ 1− k) pour un certain
entier k ∈ Z. En injectant cela dans l’ine´galite´ (2), on obtient facilement
que ne´cessairement k = 0 et donc Z ∈ |EP1×Q|
o.
Dans tous les cas, puisque X est homoge`ne, on a Xadm = X . Du
point (vii) de la sous-section 1.4.1, il vient que les relations abe´liennes de
T s’obtiennent toutes a` partir d’un sous-espace vectoriel de H0(Z, ωrZ).
Comme h0(Z, ωrZ) = 2r + 4 = rg(T ) d’apre`s (18) plus haut, on obtient
que la trace induit une identification line´aire H0(Z, ωrZ) ≃ A(T ), ce qui
termine la de´monstration.
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